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1. Introduccion

Desmos es una herramienta digital que permite principalmente graficar funciones reales. Uno de mis
hobbies desarrollado durante este verano de 2022 ha sido graficar funciones no triviales con Desmos.
Este hobby es tan popular que hasta tiene un subreddit con casi 10.000 miembros. Lo que significa que
unas 10.000 personas de todo el mundo se dedican constantemente a experimentar forzando los limites
de esta herramienta digital y compartiendo los resultados con la comunidad.

Un dia le pedi que me mostrara f(x) = 2™, donde m iba de -10 a 10 con pasos de 0.1 (z € R, m =
1%, k € [-100,100] N N). Por defecto me graficé 1. Pero cuando movi el control deslizante que
modificaba el valor de m me di cuenta de que cuando m tenia valores no enteros, o bien para x < 0 no

mostraba nada, o mostraba una parabola en el segundo o tercer cuadrante (Fig. 1).

El objetivo principal de esta interna es poder explicar este comportamiento retratado en la Fig. 1 por

Desmos y definir
ab a,beR (1.1)

interpolando para valores no enteros partiendo de la definicién entera. Tomando como pregunta de
investigacién:

s Por qué Desmos no grafica igual x™ ?

Figura 1: Representacién de 2™ usando Desmos



2. Investigacion

2.1. Marco tedrico

b

Se define la exponenciacién a” como la hiperoperacién nimero 3, Hs (Goodstein 1947), dénde

Hy(a,b) =b+1; a,beN (2.1)
Hi(a,b)=a+b=a+({1+14+1+1+...); a,beN (2.2)
b veces
Hy(a,b)=a-b=(a+a+a+a+...); a,beN (2.3)
b veces
Hs(a,b)=a’=(a-a-a-a-..); a,beN (2.4)
——— —
b veces

El objetivo especifico es encontrar una ecuacion que tenga las mismas propiedades que la ecuacién 2.4,
pero que ademds tenga dominio real para a y b. Se seguird un método de interpolacién propio, pero
tomando los requisitos definidos por la comunidad matemaética.

2.2. Definicion

En la ecuacién 2.4, forzar que a sea real no implica ningtin problema, puesto que la multiplicacién entre
reales ya estd definida. Asi que nos queda:

a=@-a-a-a-..); acRbeN (2.5)
——_———
b veces

El problema ocurre al intentar multiplicar a un niimero no entero de veces. No se puede multiplicar un
ndmero consigo mismo un nimero no entero de veces. Es necesario pues, interpolar. Modificar y aplicar
la ecuacién 2.5 para que se comporte de la misma manera ante exponentes enteros mientras que acepte
también nimeros reales. ! Partiendo de la propiedad

(@)™ =a""; n,meNaeR

se define la funcién inversa de la exponenciacion:

1 , o .
Por lo tanto, a2 es ese nimero que multiplicado por si mismo, da a, o sea:
1
a2z = \/& (26)

Donde +/a es la funcién inversa respeto el eje OY de a®. No obstante, /a, y en términos generales,
%/a; k € N no son funciones invertibles. Por ejemplo a? = |a|?, por lo tanto y/a no es exactamente la
funcién inversa de a®. Para solventar este problema, se define %/a como la funcién inversa de a2* por

! Actualmente no existen unas propiedades consensuadas que la tetracién (Hy, repetida exponenciacién: 2" ) deba
cumplir. Es por esta razén que no existe la tetracién no entera. (Womack 2013)



a > 0 (Sebestyén y Tarcsay 2017). Esta restriccién del dominio de la funcién se relaciona estrechamente
con el comportamiento de Desmos que se especificara mas adelante.

Podemos hacer un paso més alld y definir para b € Q:

n

ab =am :(a")% = Va*; nmeNaeR beQ (2.7)
Notese que n y m se definen como coprimos, por lo tanto, representan la fraccién insimplificable de b.
n
—=bnlm
m

Para simplificar la relacion que tienen n y m sobre b, se definen dos funciones coprimas entre si:

x=—=%; v(x) Lu(x);, zeQ

Como 3 "“Vav®) «— u(b) = 0 (méd 2) Aa”®) < 0, en otras palabras, que no existen raices de orden par
aplicadas a nimeros negativos, es necesario construir una funcién por partes que restrinja el dominio,
v que trate de manera distinta los niimeros positivos y los negativos, para que si que admita niimeros
negativos. Se puede simplificar la expresién. Puesto que u(b) L v(b), si u(b) = 0 (méd 2), y por lo
tanto p(b) es par, entonces v(b) no podria serlo, ya que si fuese el caso, u(b) y v(b) serfan pares y
compartirian el divisor 2, hecho que negaria su coprimidad. Por lo tanto, si u(b) =0 (mdéd 2), siempre
v(b) = 1 (méd 2). Asi la expresién simplificada queda: A “%/a*® < u(b) = 0 (méd 2) Aa < 0,
puesto que un nimero negativo a multiplicado un numero impar de veces v(b) sigue siendo negativo.

Entonces, con todo lo definido, la funcién de exponenciacién nos queda:

R : de lo contrario

fla) = ab = u(b)/ay(b); ac { RT : p(d)=0 (méd2) ,beQ (2.8)

Ahora mismo tenemos la funcidn:

Cuyo dominio es variable. Queda retratado en esta tabla:

v(r) = (méd 2) — N =1 si v(r) es impar

(méd 2) — M =1 si p(r) es impar

N
u(r) =M
N M Dominio Recorrido H
0
1
1

1 R R*
0 R R*
1 R R

(Nota: no se escribe la opcion donde M y N son 0, porque eso implicaria que v(x) y u(x) no serian
coprimos, al compartir 2 como divisor).

Cuando M = 1, independientemente de N el dominio de MOz es R porque toda raiz de grado
impar tiene dominio R.



Si en cambio N =1y M = 0 solo se podra evaluar O v (r) para 2”(") > 0, puesto que la raiz serd de
grado par. Y 2z¥(") > ( solo si z > 0 puesto que (—1)* = —1 siempre que k sea impar. Por lo tanto el
dominio serd R

El recorrido serda R solo si N =1y M = 1 porque es necesario que el dominio sea R y que el signo de
esos numeros negativos no se cancela al multiplicarlo un nimero par de veces por si mismo. v(r) debe
ser impar.

Asi demostramos el comportamiento observado en el programa Desmos en la figura 1, ya que el dominio
y recorrido de las funciones que deja graficar solo pueden ser reales. No acepta complejos. Pero nosotros
podemos, fuera del programa y de la pregunta inicial, cuestionarnos qué pasa si aceptamos complejos
como recorrido.

Vamos a definir una funcién con las siguientes propiedades:

ffR—C

La razén por la cual nos vemos obligados a aceptar nimeros complejos como salida de la funcién es la
necesidad de calcular raices de orden par de nimeros negativos. Queremos que siempre a € R y que no
dependa de la paridad de v(r) y p(r). Y para calcular raices negativas hacemos lo siguiente:

Yoz = |E - VT x>0

Se emplea |{/z| y no {/z. Se podria pensar que (—1)% es el vector normalizado del resultado, cuya
direccién y sentido son los del resultado final. Entonces hay que multiplicarlo por una cierta longitud.
Al escoger | {/x|, {/x y /—z tendrén el mismo mdédulo. Ahora hace falta calcular {/—1, que se consigue
usando la identidad de Euler (Cotes y Halley 1714). Se define una funcién §(n) que satisface la igualdad

. 8(n) (2.9)

Siendo la identidad de Euler ¢™ = —1

0i

Sabiendo que e”* = cosf + isinf

Por lo tanto:

V7=

V| - 5(n) =

V|- {cos <in> +isin (;WH (2.10)

No obstante, esto nos genera un problema. Por ejemplo, sabemos que:

V-8 =-2

%‘ : [cos (;w> + isin (;ﬂﬂ =2. <;+‘fz> =1+V3i

1+V/3i # -2

Pero:

Y8 =




Esta inecualidad ha surgido debido a la mezcla de ramas complejas de las raices. Este error proviene
de formular incompletamente la identidad de Euler, puesto que la completa es:

M) — _j kez (2.11)

De esta manera nuestra funcién é(n) queda como:
omi2k+1) g
e%m(?k—s—l) _ (_1)% _ 51@(”)
T (T
0k (n) = cos (E(Qk: + 1)) + isin (5(214: + 1))
Y por lo tanto:
vz = |z T isin (T~
-z = |{/x| [cos(n(Zk‘—i—l)) + isin (n(2/~c+1))} (2.12)
2. 60(3) = 1+ V/3i
2.5,(3) = -2
2. 65(3) =1 — V/3i

. 1 (o
De esta manera se puede generalizar = cuando = < 0. Cabe resaltar que Jx(z) solo se empleard si

x < 0, puesto que ya se ha definido T por x > 0. Ademaés T % ‘m% - 0k(n) six > 0.

1 1
xrn = |xn

. [cos (%(Qk + 1)) + isin (%(2k + 1))] ;x € R7 n,keN (2.13)

Técnicamente en esta ultima ecuacién se deberia haber escrito }|a:| n

, puesto que como = < 0, se podria

. La cuestién es que en todo

. . . . 1 1
decir que x tiene su signo negativo dentro de su valor, pero ‘|m|n = ‘l‘n

puesto que es igual al valor real de la expresién {/z. Si siempre se emplease

1
caso se puede calcular ‘xn

la funcién 2.13 para todo x se llegaria a una contradiccién.

S 03 n) =1
6k(n) =41

Igualdad claramente errénea. Se debe al haber mezclado otra vez las ramas complejas de las raices.
Concretamente ha ocurrido debido al paso .. (5,%(71) = 1, lo que significa dividir por z. No porque
Yx =0 six =0, sino porque {/z en si significan distintos valores. El primero de ellos, el trivial valor
real. Pero también existen n — 1 complejos. Se pueden obtener de una manera similar a la ecuacién
2.13. Para evitar esta mezcla aparentemente invisible es necesario escribir |{/z| para referirse al valor
real de /z, puesto que equivale al médulo de todos los niimeros que satisfacen {/x. Usando médulos
no existe tal error:

ZE

VD] = [V=T- =T
Val = [din) - ¥zl

Sabiendo que |z - w| = |z| - |w|
| Vel = |ox(m)] - | /=]
‘5,3(11)’ =1



<cos (g(2k+ 1)) +isin (g(zk + 1)))2' ~1

’cos <2 : 2(2143 + 1)) + isin <2 : 2(2/6 + 1))‘ =1
Sabiendo que |a + bi| = a? + b?
2(9. 7 in2 (2.7 —
cos (2 = (2k + 1)) +sin (2 ~(2k+ 1)) 1

Sabiendo que cos?(f) + sin?(f) = 1
1=1

. [cos (,L(lb)”(% + 1)> +isin (ink . 1))])1/(6)

- :cos <M(1b)w(2k + 1)> +isin <2M(16)7T(2k + 1)>] "

Entonces:

1 qv(b)
a H(b)

Q=

Usando la Formula de De Moivre:

Q=|"%a)|. |:COS <Z§Z;7T(2k + 1)) + ¢sin (:Egﬂgk + 1)>}
Q= | "/ ®] - cos (br(2k + 1)) + isin (br(2k + 1))] 0 € R™,b € Q

Uno se podria preguntar como encontrar las otras ramas, y por lo tanto resultados complejos de una
raiz de un numero positivo. Y de la misma manera, por qué estas posibilidades no se han mencionado
hasta ahora. Para poder obtener las ecuaciones complejas se usard otra equivalencia de la identidad de
Euler.

2kmw .. [ 2km
cope(n) =cos | — | +isin | —
n n

pr(n) serd el vector de direccién del resultado final cuando x > 0. Similar a dx(n) para = < 0. Por lo
tanto, el resultado final serd

ab = | "% a”(b)‘ - [cos (2kbr) + isin (2kbm)];a € RT, b€ Q (2.14)

Incluyendo cuando a > 0, nuestra funcién queda como:

‘ nRy a”(b)’ - [cos (2kbr) + i sin (2kbrr)] Ca>0
R a”(b)’ “Jeos (br(2k + 1)) +isin (br(2k +1))] : a <0

F(a,b, k) = aeRbeEQ ke’

(2.15)

Ahora mismo k es un valor arbitrario que no depende ni de a ni de b. Es necesario construir una nueva
funcién que solo tome como valores a y b, y que omita k. Es por eso que la comunidad matematica
tiene por defecto k = 0 (Mathews 2005). Una manera de entender por qué se usa este valor y no otro



es justamente la razén por la cual no se ha mencionado las multiples raices complejas de un nimero
positivo hasta el final. Solo cuando k = 0 se da un valor real para = > 0, puesto que pg(n) = 1 siempre.

Por lo tanto:
f(a,b) = F(a,b,0);a e R,beQ

Por el momento es necesario que b € Q, puesto que b se define como una divisiéon de enteros. Tiene que

haber una manera de calcular el mdédulo del resultado

b) )
”(\/ a? (b)‘ de una manera donde no se referencien

v(b) ni u(b) para que pueda b € R. Eso es posible si se tiene en cuenta la existencia de los logaritmos.

w(b) /a’/(b)‘ _

v(b)
a ~(®)

_ ‘ab‘ _ ‘a|b _ eln(\a|b) _ €b1n|a| (216)

No obstante, se podria decir que la definicién de a® ahora es més compleja de calcular, puesto que ahora
es necesario ademas de una potencia, un logaritmo. Esto se puede solucionar por la definicién que tienen
esas funciones. Matemdticamente se puede definir e mediante una serie de Maclaurin (Taylor 1717)

como seria
2 3

co k

z x B X xZ

e _Z<k!>_1+x+2l+3!+... (2.17)
k=0

La misma idea no se puede aplicar para In(x), puesto que en = 0 dicha funcién tiene una singularidad,
y por lo tanto, la aproximaciéon de Taylor no convergera al valor real en todo x aun centrando a un
valor que no sea 0. Para solventarlo, se usa la definicién de In(z) (Anton 2020) de la siguiente manera:

1
In |z| :/ —dt (2.18)
1 ¢

Asi pues, utilizando los logaritmos y teniendo en cuenta que la rama compleja principal sera la de k = 0,
la expresion final queda:

f:RxR y C

ebln(a) ca>0 (219)

e, { eblnlel . [cos (br) 4 isin (br)] @ a <0



2.3. Visualizacién

Se quiere visualizar la siguiente funcién:

R— C
f ir € RT

T — x"

Para representar visualmente la funcién se necesitaran 3 dimensiones. x pertenece al conjunto R, que se
puede representar como una recta, la recta real. f(x) en cambio pertenece al conjunto C. C se representa
con el plano complejo. Por lo tanto, cada nimero de la recta R tendra como salida un plano complejo
C. Si a cada punto de una recta se le asocia un plano, el resultado es un espacio de 3 dimensiones,
que si se le acota a valores maximos y minimos, el resultado es un prisma rectangular, que se puede
representar a su vez, en un plano —como es este documento— mediante una proyeccion.

Para representarlo se emplea un programa propio escrito en Java que calcula la funciéon para un de-
terminado r. Posteriormente se representa en Matlab. Concretamente se representa x” de manera que
x € [—4,4]. Como r también es variable, y los humanos carecen de procesado de cuatro dimensiones,
Ar se aplica en el tiempo dentro del programa. Debido a las limitaciones de un formato digital como
este, se usaran varias figuras para cada valor de r.

20

Eje real R(f(z))

0

-20 - - - - - - - ' Eje imaginario S(f(z)) -10

-5
Recta real -20 Recta real 2

(a) En el plano real, (f(z)) =0 (b) En el espacio complejo

Figura 2: Representacién de z?

Puesto que sin(27) = 0, (ver ecuacién 2.19) x? solo pertenece en R (Fig. 2a). Para 2% en cambio,

cos(%’r) =0y Sin(%r) = 1. Por lo tanto, por > 0, z?® € R, y por < 0, z?° = ai;a € R.

)
3

z)

Eje real R(f(z))
°
Eje real R(f(
= o

-20
20

20 0

Eje imaginario $(f(z)) -
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 g (@) 10

5
Recta real 20 Recta real z

(a) En el plano real, (f(z)) =0 (b) En el espacio complejo

Figura 3: Representacién de 2%

2% y 23 tienen un comportamiento similar:



15 -
10 20
5 = 10
0 % 0
o &0
1or 20
20
s
i 7‘6 " 5 0 2 ” s‘ B‘ Eje imaginario S(f(z)) -10 0
Recta real 20 Recta real =
(a) En el plano real, 3(f(z)) =0 (b) En el espacio complejo
Figura 4: Representacién de z3
20
15 - 20
or 10

Eje real R(f(z))
= (=}

Eje real R(f(x))

10

S
-20
o 20
10 //5/
0
15 A 0
5
-20 -20 Recta real o
-8 -6 -4 2 0 2 4 6 8
Recta real x Eje imaginario S(f(z))
(a) En el plano real, S(f(z)) =0 (b) En el espacio complejo

Figura 5: Representacién de 237



Si se hiciera un video donde dt = k - dr, o sea, que en cada incremento de tiempo, en cada fotograma
aumentase r a ritmo constante, entonces aparentaria que la parte de la curva donde x < 0 estuviese

rotando también a ritmo constante. Como no se puede presentar un video en este formato, se adjuntan
varias figuras con los fotogramas.

)

Eje real R(f(z))
Eje real R(f(z

0

0

Recta real Recta real =

15
10 10
s E s
= =
= 0 = 0
El g
£ 5 £ 5
= 0 = 0
-15 -15
0 0
Eje imaginario S(f(z)) 10 Eje imaginario S(f(z))
Recta real x Recta real =
2.4 2
(c) z (d) x26
15
10
= = 5
el =
= = 0
2 s
<) R &) 10
-15

0

0

Eje imaginario 3(f(z))
Recta real x

Recta real

10



Eje real R(f(z))
Eje real R(f(z))

Eje imaginario §(f(x)) - B seal Ej
ecta real x

)

Eje real R(f(z)

Eje real R(f(z))

0

0

Recta real =

Recta real =

Eje real R(f(z))
o

0

0

Eje imaginario S(f(x)) -10

Recta real
(k) =

Figura 6: Representacién de =" de r = 2 a r = 4 usando MATLAB

Cuando r pasa de 2 a 4 se completa un ciclo y se vuelve a empezar (Fig. 6).

De la misma manera que se puede hacer una figura distinta para cada valor de r, también es posible
superponer las curvas en Unico espacio. Concretamente en la figura 7 se muestran a la vez las curvas
donde r va de 2 a 4 con Ar = 0.001. Como el paso es tan pequenio, parece que forme una superficie. La
barra de color indica el valor de r. Se puede observar como cuando r = 2 es color rojo, cuando r = 3 es
cian, y vuelve a rojo cuando r = 4. Si bien es una superficie con color variable en un espacio complejo
de 3 dimensiones, no se debe confundir con la superficie a Riemann de la funcién 2" (Riemann 1851).
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(@)

Eje real R(f
Eje real R(f(z))

Eje imaginario I(f(z)) Recta real o

4 15 4
15 3.8 3.8
10
10 36 36
5 34 5 3.4
0 32 3 32
~
-5 3 0 3
-10 28 @ 28
-5
15 26 26
10 24 -10 24
0 22 22
5 -15
-10
5 0 2 T \ \ T T T T \ 1 2
-8 6 -4 2 4 6 8

fg 0
ecta real

(a) En el espacio complejo (b) En perspectiva del plano real

Figura 7: z";r € [2,4]

La figura 7b no es exactamente un corte del plano complejo donde J(f(z)) = 0, sino que se ha
escogido una perspectiva que no distinga en profundidad para la recta I(f(x)). De esta manera se
puede observar como el amplitud de las pardbolas va disminuyendo con el aumento de r. No obstante,
el término pardbola no es del todo apropiado. Una pardbola de grado n es formada por un polinomio
de grado n, pero por la definicién de polinomio, es necesario que n € Z,2 (Weiss s.f.) y por lo tanto
solo cuando r = 2, 3,4 se deben denominar como parabolas. El resto de no-polinomios se encuentran
en la categoria de polinomios exponenciales (Ritt 1929) o también llamados polinomios generalizados
(Jameson 2006). Es por eso que se ha escogido el término pardbolas generalizadas complejas.

fl@)== ) 20 fla)== )
20 18 15 - 1.8
1.6 1.6
10 —
10 14 14
= = 5|
= 12 O 12
£ 0 =
K 1 SO 1
= 3
9 &
= 10 038 £ 5 0.8
06 06
-10 —
-20
2 04 04
02 15 02
L 0
Eje imaginario S(f(x)) 5 0 -20 T T T T T T T 1 0
-20 Recta real z 8 6 0 2 4 6 8
Recta real =
(a) En el espacio complejo (b) En perspectiva del plano real

Figura 8: z";r € [0, 2]

En el caso de r € [0,2] se puede observar como el grafico pasa de ser la recta R(f(z)) = 1, cuando
r =0, a la recta R(f(x)) = z, en r = 1, hasta convertirse en una parabola, en r = 2.

2Sin incluir el ndmero 0 en Z
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Eje real R(f(z))

\ \ | | \ \ T
15 10 5 0 -5 -10 -15
Eje imaginario S(f(x))

Figura 9: Proyeccién de 2";r € [0,2],2 = —4

Puede parecer en la figura 9 que surja un espiral para 0 < r < 2 y que este desaparezca cuando r > 2
en la figura 7, pero en realidad es una ilusiéon causada por los limites del espacio de 3 dimensiones
graficado. En todo momento se sigue la curva paramétrica de

(S(f(2),R(f(x))) = (2" sin(7r), 2" cos(mr)) (2.20)

Que, debido a la proyeccion de la figura 9 invirtiendo el sentido de la recta S(f(x)) y que x = —4, serfa
igual al espiral con férmula
). g e V 57?]

27 2

9 _
™

N\»—A

R = 4l

Generalizando para cualquier valor de x

5
R(z)=(—2)(578), 6¢ |2, 2 (2.21)
22
2113 2
1.8
51/6 1.6
1.4
1.2
i 1
0.8
0.6
77l6 117/6 04
0.2
4r/3 5r/3

37/2

Figura 10: R(x);x € [0, 2]

En esta figura 10 se muestra el valor de la espiral en funcién de z, dénde 0 < z < 2. El color es esta
imagen no representa el valor de r, sino el valor de x, por lo tanto R(1), que tiene el color cian, muestra
el espiral que se forma al cortar la superficie de la figura 8 en el plano (f(z)) x R(f(x)) dénde z = —1.
No es casualidad que R(1) sea un circulo, ya que representa la funcién dg(n), dénde n representaria el
dngulo de la espiral. Y justamente la funcién dg(n) es un vector director con médulo 1. Por lo tanto,
R(1) representa la sobreposicién de todo dp(n).
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2.4. Propiedades colaterales

A raiz del comportamiento observado en la figura 6, la investigacién inicial, surgen preguntas suficien-
temente pertinentes para incluir su respuesta en esta exploracién matematica.

En relacion con su giro, aparentemente parece que el dngulo de giro de la parte negativa de ™ aumente
proporcionalmente con r. También parece que la parte negativa de " permanece girando para todo
valor r > 0. Tampoco queda claro si todo =" tiene el mismo édngulo independientemente de x cuando
x < 0. Se quiere demostrar analiticamente que esas 3 afirmaciones son ciertas.

Demostracién. Sea a el dngulo entre la recta OX,3 el punto (0,0,0) y 2" para cualquier valor de  y
de r:

a = arctan (W> — arctan (er 2lol - sin (T”))> — arctan (Sm(m)> — arctan (tan (rr))

R(z7) ernlal . cos (rr cos (rm)

=T (2.22)

Como « no depende de z, " siempre tendré el mismo angulo de giro para todo z. Ademas, si que es
proporcional a 7. |

Demostracion. Sea la constante € el cambio de r(t) por cada unidad de tiempo y w el cambio de «

respecto el tiempo:
dr
— =c
dt
Utilizando el resultado de la ecuacién 2.22 se sabe que:

oa=rmT
Derivando respecto ¢:
do dr
a——
dt dt
w=em (2.23)

Como w depende exclusivamente de dos constantes, siempre tendra el mismo valor, por lo tanto la
funcién 2"(®) siempre girard a la misma velocidad. |

3La recta R con los valores de z.
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2.5. Interpolacion compleja

Una vez definido con éxito la exponenciacién real, es razonable cuestionarse el comportamiento los
nimeros complejos. * No obstante, existe un problema al intentar visualizar la funcién, puesto que esta
pasa de tener 4 dimensiones (x, r, R(f(x,r)) y (f(z,r))) a 6, como se muestra a continuacion:

ffCxC——C (2.24)

z,w — 2%

En este caso las 6 dimensiones son: R(z), J(z), R(w), S(w), R(f(z,w)) y I(f(z,w)). Para representar
funciones complejas de un solo parametro comunmente se emplea el coloreado de dominios, donde
cada punto de un plano de dos dimensiones tiene asociado un color, con longitud de onda e intensidad
variables, indicando 4 dimensiones en total (Poelke y Polthier 2012). En esta interna no se empleard
ninguna técnica de representacién de funciones complejas puesto que excede los objetivos iniciales.

Para poder interpolar exponenciacién compleja se querrd conservar las mismas propiedades que en
el apartado 2.2. Con estos requisitos se puede interpolar analiticamente: Sea z = R[cosf + isinf], y
w = c+ di:

Q= 2" = (Rcos 0 + isin0))°™% = (R[cos 0 + isin])° - (R [cos 0 + i sin 0])%
Q = R° - [cos (ch) + isin (cf)] - R¥ - [cos (d6i) + i sin (di)]
Para calcular R% no hay extensivas complicaciones, puesto que:
R = eI R — ¢o5(dIn R) + isin(dIn R)

Como R > 0, se puede efectuar In R sin problemas. Para calcular cos (dfi) y sin (dfi) se debe emplear
la féormula de Euler, que permite ampliar las funciones a los ntimeros complejos:

e =cosx +isinz

e =cos—xr —isin—x =cosx —isinx

e +e ™ =cosx+isinx +cosx —isine = 2cosx

€Z$ _|_ 6—13}

COST = —5—— (2.25)
e — e = cosx +isinx —cosx + isinx = 2isinx

i ,—ix - 1T s, —iT

sing = & 2; - 226 (2.26)
Por lo tanto, el resultado final queda:
eﬁd@ + e—i2d0 6@%0 . e—i2d6
Q= R°-[cos (cl) + isin(ch)] - [cos(dIn R) + isin(dIn R)] - 5 + 5

Q = R° - [cos (ch) + isin (¢f)] - [cos(dIn R) + isin(dIn R)] - e=% (2.27)

De igual manera que existe exponenciaciéon compleja, existen también logaritmos complejos. Se quiere
demostrar que con una interpolacién adecuada se puede llegar al mismo resultado para z*:

4Mateméticamente existen mas conjuntos que engloban a los ntiimeros complejos, llamados nimeros hipercomplejos
como son los cuaterniones u octoniones (Conway y Smith 2003).

15



Demostracion.
0= ¥ —® In(z)

In(z) = In(R [cos § + isin]) = In(R - €) = In(R) + In(e®) = In(R) + 6i
wln(z) = (c+ di)(In R+ i0) = cln R+ icf + diln R — df
0= efdG . eic@ ¢ R dilnR _ ede . [COS (00) +isin (09)] . eln(RC) . ediln R
Q = R° - [cos (ch) + isin (ch)] - [cos(dIn R) + isin(dIn R)] - e=%
En estos dos métodos se ha empleado la férmula de Euler, y por lo tanto se ha tomado por defecto la

rama real k = 0 pero legitima que la interpolacion del logaritmo conserve sus propiedades que tiene
con los ntimeros reales. [ ]

Un hecho curioso puede ser que i* € R. Siguiendo la férmula 2.27:

z:izl-[cos<g>—|—isin<g>]
w=1=04 17

it =19 [cos <O . g) + isin (O- g)} “Jeos(1-In1) +isin(1-In1)]-e 2
[140i]-[1+0i]-e 2
i = e"2 &~ 0.20787957635

,I:Z
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3. Discusién y conclusion

Si bien el titulo inicial para este escrito incluia inicamente la palabra real —y por ende, no compleja—
se ha observado como el limitarse exclusivamente a los nimeros reales, como hace Desmos en la figura
1, no solo complica el propio concepto, con propiedades (como la amplitud, el dominio, o el recorrido)
aparentemente arbitrarias, sino que ademés se llegan a contradicciones®. La aparicién natural de los
numeros complejos ha cambiado entonces, el titulo. Pero entonces surge la pregunta: ;Por qué, si es
incorrecto, Desmos sigue legitimando estas propiedades erréneas de la exponenciacion? ;Qué sentido
tiene? Siempre existe la posibilidad de que sea un simple error indetectado, o que los desarrolladores no
consideren necesario modificarlo, puesto que Desmos es una herramienta para trabajar con solo nimeros
reales. También es posible que haya casos donde este error se cancele y que graficamente dé el mismo
resultado. En todo caso Desmos no deberia usarse como calculadora o fuente fiable, puesto que es, al fin
y al cabo, una calculadora grafica. Pero el modelo de Desmos es, en cierta medida, algo intuitivo, puesto
que como en la parte donde z > 0 la parabola va modificando su amplitud, intuitivamente podria pasar
lo mismo en la parte negativa. Esta cierta consistencia viene de que para Desmos Vn € N, §(n) = —1.

El ejemplo de Desmos permite mostrar como forzar a algo simple (usar solo numeros reales) acaba
complicando las cosas. Si bien los resultados de esta exploracién han sido antiintuitivos, puesto que se
ha tenido que anadir una tercera dimensién compleja para observar el giro, el propio comportamiento
tiene, en si, suficientemente sentido. Puesto que el recorrido de las parabolas de grado n van alternando
entre solo positivos, o todo R, tiene sentido que haya una rotacién en los valores intermedios. No
obstante, aun teniendo sentido, el soporte visual ha sido esencial para transmitir de manera pertinente
el conocimiento sobre parabolas generalizadas complejas, puesto que sin ello, partiendo exclusivamente
de la férmula matemética analitica 2.19 se podria haber intuido un movimiento harménico simple
debido a las funciones sin b y cos b, pero no hubiera sido razén suficiente para un razonamiento bien
formado. Ha sido el conjunto de la férmula matemética con el recurso visual que han resultado con una
explicacion precisa.

Saliendo el mundo abstracto que son las matematicas, la exponenciacién compleja es presente en ambitos
de la fisica como la funcién de onda de particulas libres (Nave 1998)

U(z,t) = Aelke=wt)

y esto es porque €™ es en realidad un hélice en el espacio complejo. Esa parte de la ecuacién hace que
la funcién se vuelva una onda.

Seria interesante experimentar con distintos valores de k y sus funciones, relacionado con lo llamado
aliasing®. También visualizar de distinta manera la funcién. O hasta poder visualizar z¥,z,w € C
usando 3 dimensiones de espacio y 3 dimensiones de coloreado que son RGB o formatos de colores
equivalentes.

®Como evaluar (—1)%° a —1, pero marcar como indefinido (—1)°-5

5Debido a la repeticién de los resultados de las raices cuando k >> 0 puesto que los resultados de una raiz de grado n
siguen un ciclo de los mismos n elementos.
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